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CAPITOTUL I. ELEMENTE DE ALGEBRA

1.1. Grupuri
1.1.1. Legi de compozilie

Breviar teoretic

o Lege de compozifie interntr (operafie algebrici)
}36;3, M este o mullime nevid6, atunci se numegte lege de compozifie (internl) pe

.ff orice funcfie f :MxM -+ M; dacd (pentru ugurinfa scrierii) in locul lui / se alege

lc simbol, de exemplu ,, * ", atunci aceasta este lege de compozi{ie (internl) pe M dacl
aenrru orice doui elemente x gi y ale mul{imii M avem c6 gi r *' y este tot un element al

r-ulfimii M.Formalizat, aceasta se traduce prin: Vx,y e M= v* y e M.
: Remarc6: Se mai spune, in aceste condilii, c[ opera{ia ,, * " este lege de compozilie pe

:ulqimea M.
: Observatie: Pentru a ardta c6 o lege nu este intern6, e suficient s6 g[sim doul elemente

r._r' e Mpentru care x * y e M.

t H c. M * A este parte stabili a lui Min raport cu legea ,r*" dac5:.

DH*A;
2) Yx,y eH> 1* Y e H-

r Tabla unei operafii
Dac6,,*" este o lege de compozitie pe o mullime firlitd M={a1,a2,...,ar}qi num[ruI

elementelor acesteia este suficient de mic, se poate alc6tui un tabel al compunerii oriclror
doud elemente:

* a1 a2 an

ay al* al dl* a2 al* a,

a2 a2* al a2* a2 a2* an

an an*ar ar* a2 an* an

o Proprietifi ate legilor de compozi{ie
Dac[,,*" este o lege de compozi{iepe M +A ,a'ttnci:.
c legea este asociativd dacd x*(.) * z)=(x* y)* z, Yx,y,z eM
o legea este comutativd dacl x* ! = y * x, Yx,y e M
o legeaare (admite) elementneutru dacd leeM astfelincdt x *e-e*x=x,YxeM



o dac[ legea admite gi element neutru, notat cu e, atunci un element

simetrizabil dacd]lxt eM astfelincdt x*x/ =*t **-"
o observafia l:Dacd,,*" este o lege de compozifie asociativdpe M gi daci,,
intern[ pe H c. M, atunci ,, 

* " este asociativi gi pe r1(propietatea de ereditate).
o Observatia2:Dacil,,*" este o lege de compozifie comutativi pe M qi dacl,,
intemi pe Hc. M, at.rrci,,*" este comutativl gi pe I/.
o Observalia 3: Dac[ o lege de compozilie ,,*" are elementul neutru epe M *A
e este unicul cu aceasti proprietate (incercafi s[ demonstra(i aceast6 afirmafie!).
o observafia 4: Dacd,,*" are elemenful neutru eeM gi daci acest element neutru
apartine lui 11 c M, atunci e este element neutrupentru legea,,*" pe H.
o observafia 5: Dacd x admite simetric pe x'in raport cu legea ,,*" pe M qi dacd,
x'e H c M , atunci x'este simetricul lui x gi pe mullimea I/.
o Observatra 6: Mullimea elementelor simetrizabile ale mullimii M in raport cu legea de
compozilie,, * " se noteazd cu. U (M) .

o ObservafiaT: U(M)este parte stabil[ alui M in raport cu legea,,*', $i

(** y\' = yl *xt , Yx,y eU(M).

Exercilii qi probleme de consolidare

1. Stabiliti care dintre urmltoarele operatii
indicat[ in fiecare dintre urm[toarele cazuri:
a) adunarea pe M = {2k / k eZ} ;

c) inmullireape M = {2k I k eZ} ;

e) inmulfireape M = {ltc t * eZ} ;

2. Stabilifi care dintre urmltoarele operafii
indicati in fiecare dintre urmltoarele cazuri:
a) adunarea pe M = {Sf + I / k eZ\ ;

c) adunarea pe M = rtZ, (m);
e) sclderea pe M = N;

sunt legi de compozi{ie pe mulfimea M

b) adunarea pe M = {zk +l / k eZ} ; .

d) inmulfireape M ={Zk+l/ k eZ};
f) inmullirea pe M = {Zk +1/ k eZ} .

nu sunt legi de compozifie pe mulfimea M

b) adunarea pe M ={Sp I p eZ\;
d) inmulfireape M =lar(m);
f) adunarea pe M = {l p I p eZ}.

3. Din nou: stabili[i care dintre urmltoarele operafii sunt legi de compozifie pe mulfimea
Mindicatiin fiecare dintre urm[toarele cazlud,:

a) inmullirea pe M = {5p +l / p eZ};
b) inmulfirea pe M = {-1,0,t} ;

c) inmullire ape Mn ={*, *.2-},re N* fixat;
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[---"" 
pe M,:{1, r.z.},ne N* rixat;

Jl* 
*--." pe Mn ={*, k .z.},ne N* fixat;

Jo 
*rro. ape Mn ={*, r, .2.},re N* rixat.

I

]f SurA4i (9i stabilili) care dintre urmdtoarele mullimi P1 sunt pidi stabile ale mullimii

J rerelor reale in raport cu inmullirea acestora:

[.,4 ={zktkez}; b) Pz={z*+tlkez};
i cr P3 ={3k I k ez\; d) ro={zte +l/k ez\
cr r, =[0,1]; D Pa=[-t,o].

5. Poate v[ aqteptafi acum: stabilili care dintre urmitoarele mullimi Pp nu sunt p6(i

sabile ale mullimii numerelor reale in raport cu inmullirea acestora:

rl P, =[-t,1];
c; f, = {-t}
e) 4r =R\Q;

b) P8 = l-2,2);
d) 4o =Q;
f) Prz=Q\2.

a. Studiati qi care dintre urm[toarele mullimi Pk sunt p6rfi stabile ale mullimii

numerelor reale in raport cu inmullirea acestora:

a)4: =(0,+rc); b) Pr+={"+bJi ta,beZ\;

c) 4s = {"+tJi la,bez\; d) 4o ={o* bJ2l a,bev,,a2 =zu2 =l\;

e) pn ={o+uJi ta,bez,,o2 -3b2 =l\; 0 4s = {*2 
t*.2\.

7. Stabiliti care dintre urm[toarele operafii ,,*" sunt legi de compozilie pe mullimea,S

indicati in fiecare caz:

a) x* y = x+ y,Vx,y eZ Si 5 = {0,1,2,3};
b) x*Y =x'Y,Vn,YeZ gi 5={0,1,2,3};

c) x* y =lx- yl,Yx,y eZ $i ,S = {O,\,Z,Z\;
d) x*y =max(x,y),Yx,yeZ si S ={0,1,2,3};

e) x* y= min(x,y), Yx,y eZ qi S = {0,1,2,3};

f) x* y = x2 + y2 ,Yx,y eZ $i S = {O,t,Z3};



8. fuatati cr urmdtoarele opera{ii ,, * " sunt legi de compozilie pe mullimea ,S indicat[ in
ftecare caz;

a) x* y =(x,y),Vx,y € N* (cel mai mare divizor comun)

gi .S = {a e N / a este divizor al lui 12};

b) x * y = (x,y),Yx,y c N* (cel mai mic multiplu comun)

$i ^S={aeN la estedivizor alfuil2};
c) x* y = xy - x- y +2,Yx,yelR. gi 5 =[t,oo);
d) x*y- xy-Zx-2y+6,Yx,y eR. 9i S:[2,@);
e) x* y = xy -3x-3y +l2,Yx,yelR gi S =[3,@).

D x* y - ry - 4x - 4y +20,Yx,ye IR gi 5l =[4,0o).

9. Acelagi enunt ca la exerciliul 7:

a) x * y - xy - 5x - 5y+ 30,Vx,y e IR

b) x * y = xy -3x -3y +l2,Yx,y eR

c) x * y - ry - 4x - 4y +20,Vx,y e IR

d) x * y = xy - 5x - 5y + 30,Vx,y e IR.

e) x * y = !!,v*,y e IR.,17 + -l gi
l+ry

f) x * y :!J!!,v*, y eL,xy * -24+ xy

$i S=[S,*).

9i S:[2,4];
gi S=[3,5];

qi S:[4,6];

5 = (-f 1).

qi ,S = (-Z,Z).

10. Fie mullimea M ={0,1,2,3,4} gi legile xo!=max(x,y), x*!=min(x,y),
x Ly=x+ y+xy .

a) Alcdtui{i tabla lui Cayley pentru fiecare dintre aceste legi.
b) Verificafi care din aceste operatii sunt legi de compozilie pe mullimea M
c) Rezolvafiin Mecualrile: xo 2=3; x L2=3; x*2=3.

11. a) Si se arate cd mullimea

inmullirea numerelor complexe.

b) Sd se arate cd pentru n e N*

inmullirea numerelor complexe.

, este stabilE fa{[ de

mullimea U^ ={, eC* / ," =ll este stabil[ fap de

H ={r,o,or},r=-!*&

12. a) sn se arate cd IR. \ Q nu este stabild fa{6 de inmullirea numerelor reale.
b) Si se arate cd Q \ Z nu este stabili fa(d de ?nmul{irea numerelor reale.
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l3. a) Sn se arate c[ mullimea M ={0,t,2,3}este stabil[ fat[ de legea de compozilie

definifii pe Z prin x@ y =restul impirfirii lui x+ y la4.

b) S5 se arate cE mullimea M={0,1,2,3,4}este stabil[ fati de legea de compozilie

definitn pe Z prin x@ y =restul imp[rfirii lui ;+y la 5.

14. S[ se studieze dac[ mul{imea K={f,g},.f,8:lR.-+R,/(x)=x,g(x)=1-x este

stabiH in raport cu opera{ia de compunere a func{iilor.

15. Se se studieze dacl mullimea L={r'n-+lR/ f*(x)=mx+(1-z),lzeR.} este

sbbile in raport cu operafia de compunere a func[iilor.

16. Se noteaz[ l=lR.* gi se consider6 funcliile f ,g,h,j:A'+A definite prin

f(x')=x,g(x)=!,h@)=-x, j(x)-- I Sd se arate c6 mulfimea J =\f ,S,h,i\""t"
XX

*abil6 fafl de opera(ia de compunere a funcfiilor.

17. Se considerr mullimea M=tRt{-f,*} $ mnctiire f ,g,h:M+M definite

pnn ,f(x) =x,g(x)=++,h@)=5+. S[ se arate ci mullimea E ={f ,g,h\ este
l- xJi' 

'-'--' 
I + xJ3

stabilI in raport cu operafia de compunere a func{iilor.

It.Se noteazl E=lR.xlR giseconsider[mullimea K={ls,u,v,w},unde tt,v,w:E-+E

sunt definite prin z(l) =(x,-y),v(t)=(-x,y),tv\t)=(-x,-y), Yt =(x,y)eE. SI se arate

cI mullimea K este stabili faf[ de opera{ia de compunere a func(iilor.

19. SA se arate c[ mulfimea E a matricero, O. ,or*u 
[[ 

OU), 
o, Ue ]R' este parte stabil[ a

Itai t42(R) in raport cu inmullirea matricelor.

20. Se se arate c[ mullime ^ ,={( .o 
o]rr.lR,i2=-r} .rt" parte stabil[ a lui

L\i', a ) )

M@\ in raport cu lnmullirea matricelor.
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21. sr se arate cr mulflmea , ={( ", u), 
o,uee,o2 +b2 =r} "*" parte stabild a lui

L(-a o) -.'- -:'- )
M2 (A.) inraport cu inmullirea matricelor.

22. sdse arate c[ mullimea , ={(: 'u), o,ue IR.,a2 -3b2 :t} "rt. 
parte stabila a lui

ft a a)--'----'-' )
M2(A.)in raport cu ?nmullirea matricelor. Fute{i determina numirul elementelor

mulfimii P?

z,r. SA se arate c6 mullimea t ={(': 11), *,r.zl 
"rt"parte 

stabilr atui M2(a.)l(s, 2*) -''-

in raport cu adunarea matricelor. Este afirmafia adevdrat}, gi pentru inmullirea matricelor?

24. sese arate c[ multimea r =[l* 6' -4r \ I

L[ s, ,-ur)" eQ] este parte stabil[ atui M2@')

in raport cu inmulfirea matricelor.

( nno, sinr')
25. se noteazd cu G mullimea matricelor A(t)=l 2 l,teiR. sa se studieze

[-z.ir, "o", )
dacd G este stabil6 fa{6 de inmullirea matricelor.

26. Se consideri matricere u=(0, ;),r=(; j,),r=[], 
i),n =[i l) ,u,"

arate cd H={A,B,C,Ir\ este parte stabil[ a bi fu12(A) ir raport cu inmul{irea

matricelor-

f(r x
27. Sd se determine a,b,celR pentru care mul{im.u A=ll O I

il

llo o

este parte stabilE alui M6(A) in raport cu inmu[irea matricelor

l(r++g o 6s) I
28. Se se arate ce muftimea G=]l 0 0 0 ltg.(-t,*)f "rt" 

parte stabiltr a

l[ -r, o r-zs) )
l'ui tVq(C) in raport cu inmulfirea matricelor.
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